Sur la conjecture de Zagier pour n = 4 
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Abstract 

We express a general 4-hyperlogarithm as a linear combination of 4- 
hyperlogarithms in two variables. We reduce the Zagier's conjecture for 
n = 4 to a combinatorial statement. We give a short survey of the strategy 
of Goncharov and Zagier for reducing the Zagier's conjecture for general 
n to combinatorial relations between hyperlogarithms. Such a survey is 
missing in the literature. 

Resume 

On exprime un 4-hyperlogarithme general comme combinaison lineaire 
de 4-hyperlogarithmes en deux variables. On reduit la conjecture de Za- 
gier pour n = 4 a un enonce combinatoire. On donne une presentation 
synthetique de la strategie de Goncharov et Zagier pour la reduction de 
la conjecture de Zagier pour n general a des relations combinatoires entre 
hyperlogarithmes. Une telle synthese n'existe pas dans la litterature. 



1 Enonce de la conjecture 



Soit n un entier positif. Le polylogarithme de poids n, ou le n-logarithme, est 
la fonction complexe definie sur le disque unite \z\ < 1 par la serie absolument 
convergente 



oo u 



P n {z)=Li n {z) = Y,^- 



k=l 



On observe que Li\{z) = — log(l — z) = J* et que 



dt 

Li n {z) = I Li n -i(z)— (1) 



*Travail realise avec le support du contrat Cex05-Dll-ll/2005. 
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On deduit que la fonction P n (z) se prolonge analytiquement a une fonction holo- 
morphe multivalue sur C\{0, 1}. On lui attache ([Zl]) la fonction reelle univaluee, 
continue sur C et analytiquement reelle sur C \ {0, 1} 

RP n (z) = TZ n (J2 ^\og\zz)Li n „ k (z)), 

ou Bk sont les nombres de Bernoulli et ou lZ n designe la partie reelle si n est impair 
et la partie imaginaire si n est pair. On trouve dans [BD] une interpretation en 
theorie de Hodge de la fonction WLP n . 

Pour tout corps E, on note Q[E \ {0, 1}] l'espace vectoriel sur Q ayant comme 
base les symboles [x] pour chaque x E E \ {0, 1}. On prolonge par linearite la 
fonction M.P n a une application lineaire M.P n : Q[C \ {0, 1}] — > R. La conjecture 
de Zagier ([Zl]) est la suivante: 

Conjecture 1 Soit F un corps de nombres. Soient ay 2+ i, • • • , cr ri+r2 : F — ■> K. ses 
plongements reels et o\ = a ri+r2+ i, • • • , ay 2 = a ri+2 r 2 '■ F — > C ses plongements 
complexes. Soit n > 2 un entier. On note d n = n + r 2 sz n est impair et d n = r 2 
si n est pair. Alors il existe des elements yi, • • • , ya n £ Q[-^ \ {0, 1}] te/s gite 

( F (n) = 7r( ri+2r2 - d ") n | J D F |- 1 / 2 det(lRP n ( ( 7 i (y J ))) 1 < i, j < rf n , 

on (f(s) est la fonction zeta de Dedekind et Dp le discriminant de F. 

En fait, comme on verra dans sa formulation en K-theorie algebrique (Conjecture 
2, point c)), la conjecture a une forme plus precise, dans laquelle les elements 
V\i " • • ) Ud n son t cycles dans un certain sens. 

Pour F = Q et n impair la conjecture est triviale, car Cq(ti) = YlT=i = ^F n (l). 
Pour F totalement reel et n pair, la conjecture equivaut a Cf(^) £ 7r rin Q. Pour 
F general et n — 1 le polylogarithme est le logarithme classique et si on considere 
dans l'enonce le residu Cf(^) au neu ^ e Cf(1), la conjecture est une variante faible 
du theoreme de Dedekind. Pour F general, si n = 2 la conjecture est un theoreme 
de Zagier ([Z2]) et si n = 3 un theoreme de Goncharov ([Gl]). 

2 La strategie pour prouver la conjecture de Za- 
gier (d'apres Goncharov et Zagier) 

Le theoreme 2 est le seul resultat originel de cette section. 
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2.1 Pas 1: Reduction a un enonce de K-theorie algebrique 

Pour chaque corps E, suivant Zagier, on definit par induction sur n le sous-espace 
vectoriel TZ^(E) C Q[P\ {0, 1}] des "relations entre polylogarithmes on E" et on 
pose V n {E) := Q[E\{0, l}]/n^(E). On note [x] n la classe de [x] modulo Tl^(E). 
Le sous-espace vectoriel TZf(E) est par definition engendre par [x] — [y] — [x/y], 
pour x, y G E \ {0, l},x ^ y. Done V\{E) = Eq. On considere le morphisme 
5 2 '■ Q[E \ {0, 1}] — > A 2 Pq donne par [x] — > (1 - x) A x et les morphismes 
<5„ : Q[E \ {0, 1}] -> V n -i(E) <g> Pq donnes par [x] -> [x] n _i <g> x si n > 3. On 
note K, n {E) le noyau Ker5 n . On definit TZ^(E) comme le sous-espace vectoriel 
engendre par a(l) — a(0) pour tous les elements a de K. n (E(t)), ou t est une 
variable. On prouve que 8 n (TZ^(E)) = et on obtient done des applications 

5 2 :V 2 (E)^A 2 E* 

5 n :V n {E)^V n - 1 {E)®E^ (n>3) (2) 

On prouve que RP n (7?^(C)) = et on obtient done une application RP n : 
P n (C) — > R. La formulation en K-theorie algebrique de la conjecture de Za- 
gier est la suivante: 

Conjecture 2 Pour chaque corps E, il existe une application r-p n : K 2n -i(E)<Q — ■> 
V n (E) qui: a) verifie MP n or-p n = r n si E = C; b) est naturelle pour les inclusions 
de corps; c) a I'image dans KeiS n C V n (E). 

Cette conjecture est un cas particulier d'une conjecture plus optimiste, qui dit 
que le complexe 

V n (E) Vn _ l{E ) ® P* ^4 P„_ 2 (P) ® A 2 P* ^ • • • A«P* (3) 

est le complexe motivique Q(n) sur SpecP (done Ker5„ = X^_i(P)q, le facteur 
de K 2 n-i(P)(Q de poids n pour les operations d'Adams). 

Theoreme 1 La conjecture 2 implique la conjecture 1. 

Preuve: Soit B ct GL(C) le classifiant du groupe topologique GL(C) et B^ is GL(C) 
le classifiant du groupe GL(C) vu comme groupe discret. II existe un element 
canonique b 2n -i e H 2n ~ 1 (B ct GL(C) : R). II induit un element dans H 2n ^ 1 (B dis GL(C),R), 
done un morphisme H 2n -i(B dis GL(C), R) — > R. On compose ce morphisme avec 
le morphisme de Hurewicz 

#2„-i := vr 2n _ 1 (P dis GP(C) + ) - P 2 „_ 1 (P dis GL(C)+,Z) = H^B^GL (C),Z) 

et on obtient un morphisme r n : K 2n _i(C) — > R. Pour tout groupe abelien A, on 
note := A ® z Q. Le theoreme de Borel ([B]) dit que K 2n -i(F) est un groupe 
abelien de rang d n et que, si on fixe une base x±, • ■ • , Xd n de K 2u _ 1 (F)q, on a 

( F (n) E Q x 7r( ri+2T ' 2 - ci ")"|P> F |- 1 / 2 det(r n ( ( 7 i ( % ))) 1 < i, j < d n . 

II suffit de prendre yi = r-p n (xi) pour i = 1, • • • , d n . 
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2.2 Pas 2: Reduction du regulateur a un hyperlogarithme 
(ou polylogarithme grassmannien, ou polylogarithme 
d'Aomoto) 

Si a et b sont deux points sur une variete complexe X et ui,---,uj n sont des 
1— formes holomorphes sur X, l'integrale iteree se definit par induction sur n par 
la formule 

"b pb ft 

cu 1 o ■ ■ ■ o u n — / (/ UJi o ■ ■ ■ O U n -i)U n (t). 



On peut ecrire la formule (1) comme 

T . . [ z dt dt dt 

En generalisant cette formule, on definit les hyperlogarithmes comme les integrates 
iterees 



pa, 

H{ao\ai, • • • , a n \a n+ i) — I 

J ao 



a " +1 dt dt dt 

o o • • • o 



t — d\ t — a,2 t — a Ti 



C'est une fonction complexe multivaluee sur l'ensemble des (n + 2)— ulpes com- 
plexes (oo, • • • , a n+ i) verifiant a ^ a±, a n ^ a n+i (pour que l'integrale converge). 
On peut lui associer une fonction univaluee reelle M.H(a \ai, • • • , a n \a n+1 ). 

On peut generaliser la construction du paragraphe 2.1. On note _E™ +2 l'ensemble 
des (n + 2)— uples (ao, • • • , a n +i) de E satisfaisant ao ^ ai et a n ^ a n+ i. On note 
Q[i?™ +2 ] l'espace vectoriel sur Q ayant comme base les symboles [ao|ai, • • • , a„|a„ +1 ] 
pour (a , • • • , a n+ i) G E™ +2 . On definit par induction l'espace vectoriel TZ^(E) C 
Q[i?x +2 ] des "relations entre hyperlogarithmes on E" et on pose H n (E) : = 
Q[E^ +2 ]/TZ^(E). On note toujours [ao|ai, • • • , a n |a n+ i] la classe de l'element 
[ao|ai, • • • , a n |a n+ i] modulo 1Z™(E). Les morphismes canoniques V n (E) — > 7i n {E) 
sont des isomorphismes pour n < 3 et seulement des injections pour n > 3. On 
a des morphismes 

<5 n : H n (E) -> ffi <kn/ 2 K-^) ® W fc (S)] © A 2 H n/2 (E) (4) 

(le dernier terme disparait si n est impair) et une application "realisation" 

RH n : W n (C) -> K (5) 

II existent deux autres generalisation des polylogarithmes, qu'on ne definit pas 
ici. Les polylogarithmes grassmanniens sont parametres par les sous-espaces 
vectoriels de dimension n de E 2n , transverses aux hyperplans de coordonees. 
lis dependent de n 2 variables. On leur attache des espaces vectoriels Q n (E) 
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comme ci-dessus verifiant Gi(E) = E^ et des applications 5 n comme (4) et 
M.G n : Q n (C) — > R comme (5). Les polylogarithmes d'Aomoto sont parametres 
par 2n + 2 hyperplans (Lq, • • • , L n ; Mq, • • • , M n ) en ¥ n (E), satisfaisant une con- 
dition de transversalite, modulo Taction du groupe PGL{n + 1). lis dependent 
de n 2 variables. On leur attache des espaces vectoriels A n {E) et des applications 
5 n ,RA n comme ci-dessus. Toutes les conjectures qu'on va formuler pour H n (E) 
ont une variante identique avec H remplace par Q ou A. On conjecture en fait 
H n {E) = g n {E)=A n {E). 

Theoreme 2 Pour chaque corps E, il existe une application r nn : K 2n -\{E)q — > 
7i n (E) qui: a) verifie MH n or-p n = r n si E = C; b) est naturelle pour les inclusions 
de corps. 

Preuve: Le regulateur de Borel coincide avec le regulateur de Beilinson mul- 
tiplie par un rationnel non-nul. Goncharov construit explicitement dans [G2] et 
[G3] le regulateur de Beilinson, en le factorisant par le complexe des polylog- 
arithmes grassmanniens. Done le theoreme est vrai si on remplace 7i n (E) par 

Qn(E). 

Dans le paragraphe 7.3. de [G3], Goncharov donne la realisation motivique des 
polylogarithmes grassmanniens. On observe qu'elle s'assemble dans une famille 
de realisations parametres par un ouvert du grassmannien G^ n des sous-espaces 
vectoriels de E 2n de dimension n. Le theoreme 5.6. de [G4] s'applique dans ce cas 
et implique que le polylogarithme grassmannien est une combinaison lineaire des 
hyperlogarithmes. On deduit une application rg n ^ n : Q n (E) — * H n (E) naturelle 
pour les inclusions de corps et verifiant MH n o rg nHn = RG n si E = C, d'ou le 
theoreme. 

II serait interessant de decrire explicitement le morphisme rg n -^ n . A notre con- 
naissance, personne n'a fait cet exercice. 

Conjecture 3 // existe une application rn n comme dans le theoreme 2 qui, en 
plus, a I'image contenue dans Ker5 n . 

La description explicite du morphisme rg nUn pourra aider a prouver cette con- 
jecture. 

2.3 Reduction du hyperlogarithme (ou polylogarithme grass- 
mannien, ou polylogarithme d'Aomoto) a un polylog- 
arithme 

Conjecture 4 i7 existe une application r HnVn : (Ker5„ C H n (E)) — > (Kei5 n C 
V n (E)) qui: a) verifie MP n o r nnVn = MH n si E = C; b) est naturelle pour les 
inclusions de corps. 
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Si on ecrit H(E) = ®^ =1 H n (E), gradue par fiGN, les applications (4) deflnissent 
une coderivation graduee 5 : H(E) — > A 2 H(E). La conjecture 4 est un cas 
particulier d'une conjecture plus optimiste, qui affirme que le sous-complexe de 
graduation n du complexe 

-> H A 2 H 5 -+ A n H -> 

est quasi-isomorphe au complexe (3), d'une maniere compatible avec les inclusions 
de corps et avec les applications regulateurs ILP n , RH n . Les deux complexes sont 
en fait conjectures etre le complexe motivique Q(n) sur Speci?. 

Si on demanderait une application r nn p n : 7i n {E) — ■> V n (E), la conjecture serait 
vraie pour n < 3 mais fausse pour n > 4 (voir le theoreme 4.7. de [G5]). 

Les resultats des paragraphes 2.1,2.2 reposent sur le formalisme de la K-theorie 
algebrique et du regulateur de Beilinson et on s'attend que des conjectures comme 
la conjecture 3 resultent du meme type de formalisme. Par contre, on s'attend que 
pour prouver la conjecture 4 on aura a maitriser une combinatoire tres difficile. 
On verra quelques exemples dans la section suivante. 



3 Le cas n = 4 

Le hyperlogarithme H(a \ai, • • • , a n \a n+ i) est invariant par les transformations 
di — > acii + (3,a G C x , f3 G C, done il depend en fait de quatre variables. Le 
polylogarithme depend d'une seule variable, done pour prouver la conjecture de 
Zagier dans le cas n — 4 il faut passer de quatre variables a une seule. 

3.1 Passer de quatre a deux variables 

Pour quatre nombres A, B, C, D d'un corps E, on note par ABCD leur birapport 
(A-£>)(B~c) • P° ur deux nombres x ^ et y ^ 1 d'un corps E, on note [x, y] 3) i : = 
[0|x, 0, 0, y|l]. Le theoreme principal de cet article est: 

Theoreme 3 Pour tout corps E, on a I'egalite suivante dans 1i±{E): 

[A\B, C, D, E\F] = f(A, B, C, D, E) - f(B, C, D, E, F), (6) 

oil 

-20/(A, B, C, D, E) = g(A, B, C, D, E) - g(oo, B, C, D, E) - g(A, oo, C, D, E) 

-g{A, B, oo, D, E) - g(A, B, C, oo, E) - g(A, B, C, D, oo) 

, r B-C, , r A-B^ , r B-A^ r D-B^ 

-lOcyclf-^— -] 4 - 10cycl[— -] 4 + 10cycl[-g— -] 4 - 10cycl[-^— -} 4: 
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oil 

g(A, B, C, D, E) = cyd{[ABCD, BCDE] 3A - [EDCB, EDCA] 3A 
-3[ABDC, ABDE] 3A + 3[EDBC, EDBA] 3A }. 
Pour toute fonction h de cinq variables A ± , A 2 , A 3 , A4, A 5 , on a note 

5 

cyc\h(A 1: A 2 , A 3 , A 4 , A 5 ) = HA, A i+1 , ■ ■ • , A 5 , A u ■ ■ • , A^). 

i=i 

La fonction f(A,B,C,D,E) peut etre interprets comme [A\B,C, D, E\oo], i.e. 
comme regularisation de l'integrale divergente H(A\B, C, D, E\oo). 

Preuve: Une fois la relation (6) devinee, la preuve est un long calcul d'algebre 
lineaire. En effet, on considere les variables A, B, tC+ (1 — t)A, tD+(l — t)A, E, F 
dans E(t). D'apres la definition de 7i±(E), il suffit de prouver que (6) est tau- 
tologique en t = (calcul facile) et que &i((6)) est une egalite dans Ti 3 (E(t)) <S> 
E(t)Q. On peut continuer et reduire l'egalite &i((6)) a l'egalite (S 3 ® ic?)5 4 ((6)) 
et ensuite a l'egalite (5 2 <8> id <E> id)(5 3 <8> id)5±({Q)) dans A 2 F^ <g> F^ <g> F^ pour 
F = E(t, u, v), t, u, v variables. 

3.2 Passer de deux a une variables 

On note 5 2y2 '■ 7~La{E) — » A 2 7i 2 {E) la composante de 64 dans A 2 7i 2 (E). Le fait 
que Ti. n (E) = V n (E) pour n < 3 et une chasse au diagramme triviale sur la 
diagramme 

V,(E) - V 3 (E) ® 

I I 

7Y 4 (£) Ws(^) ® © A 2 ^ 2 (£) 
montrent que la conjecture 4 est impliquee par la conjecture 

Conjecture 5 Toni element de Ti±(E) annule par 5 2t2 provient de Va{E). 

II existe un element interessant de Ti^E) annule par 8 2 , 2 . Soient x 7^ y et z 
trois elements de E \ {0, 1}. On calcule 5 2>2 [x, z] 3t i = [x] 2 A [z} 2 dans A 2 TL 2 (E) = 
A 2 V 2 {E). II est classique que l'image de l'element 

A(x, y) = [x] - [y] - [x/y] + [(1 - x)/{\ - y)\ - [(1 - l/x)/{\ - l/y)] 

de Q[E \ {0, 1}] est nulle dans V 2 (E). Done 5 2)2 B{x,y; z) = 0, ou 

B(x, y; z) = [x, z] 3 ,i-[y, z] 3jl -[x/y, z] 3 ,i+[(l-x)/ (1-y) , z] 3:1 -[(l-l / x) / (1-1/y), z] 3:1 . 

II est naturel de conjecturer ([G5]) 
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Conjecture 6 B(x,y;z) G Vi{E), i.e. B(x,y;z) est une combinaison lineaire 
de 4—logarithmes. 

Cette conjecture a l'apparence anodine a resiste aux attaques de plusieurs mathe- 
maticiens. En plus: 

Theoreme 4 La conjecture 3 pour n = 4 et la conjecture 6 impliquent la conjec- 
ture de Zagier pour n = 4. 

Preuve: On a vu que la conjecture de Zagier est impliquee par les conjectures 
3 et 4 et que la conjecture 4 est impliquee par la conjecture 5. II suffit done de 
prouver que la conjecture 6 implique la conjecture 5. 

Soit R 2 (E) C Q[E \ {0,1}] le sous-espace vectoriel engendre par les elements 
A(x, y). La preuve de la proposition 1.22. de [Gl] et le fait que K 1 3 \E)q = 
K [ z ] {E{t)) Q montrent que K?{E) = R 2 {E). 

On considere un element H de H^E) annule par 5 2>2 . Par le theoreme 3, il peut 
etre ecrit comme ^ f a>i[xi, 21)3,1 + Sj ^Allj]^ avec a ii^j ^ Q et x^z^yj G E. On a 
doncXXfokA^ = dans A 2 V 2 (E). MaisP 2 (^) = Q[^\{0, 1}}/R 2 (E), done 
^Ojfxj] ® [zi\ est une combinaison lineaire d'elements de type [t] <E> [u] + [u] <S> [t] 
et de type A(x,y) ® [z] dans Q[E \ {0, 1}] ® Q[E \ {0, 1}]. Done H est une 
combinaison lineaire d'elements de type [i,w]3,i + [1^,^3,1 (= 0, calcul facile), [y]^ 
et B(x,y;z). 

Bibliographie: 

[BD]: A. A. Beilinson, P. Deligne: Interpretation motivique de la conjecture de 
Zagier reliant polylogarithmes et regulateurs, Proc. Sympos. Pure Math., vol. 
55, Part 2, AMS, Providence, RI (1994), p. 97-121 

[B]: A. Borel: Cohomologie de SL n et valeurs de fonctions zeta aux points entiers, 
Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa CI. Sci. 4(1977), p. 613-636 

[Gl]: A. B. Goncharov: Geometry of configurations, polylogarithmes and motivic 
cohomology, Adv. Math. 114(1995), p. 197-318 

[G2]: A. B. Goncharov: Explicit construction of characteristic classes, Adv. Sov. 
Math. 16(1993), p. 169-210 

[G3]: A. B. Goncharov: Chow polylogarithms and regulators, Math. Res. Letters 
2(1995), p. 99-114 

[G4]: A. B. Goncharov: Multiple ^-numbers, hyperlogarithms and mixed Tate 
motives, Preprint MSRI 058-93(1993) 

[G5]: A. B. Goncharov: Polylogarithmes and motivic Galois group, Proc. Sym- 
pos. Pure Math., vol. 55, Part 2, AMS, Providence, RI (1994), p. 43-96 



8 



[Zl]: D. Zagier: Polylogarithms, Dedekind zeta functions and the algebraic K- 
theory of fields, Progr. Math, vol. 89(1991), p. 391-430 

[Z2]: D. Zagier: Hyperbolic manifolds and special values of Dedekind zeta func- 
tions, Invent. Math. 83(1986), p. 285-301 

Institute of Mathematics of the Romanian Academy, Calea Grivitei 21, 010702 
Bucharest, Romania 

E-mail: ndan@dnt.ro 



9 



